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Several recent researches have revealed the intensive attention that 
was paid by the scientists of the Islamic world since the gıh century to 
elemantary number theory. 1 This interest started with the translation of 
the "Elements" of Euclid at the close of the sıh century and during the gıh 
century. In the beginning of the gıh century I:Iabib ibn Balıriz translated 
a Syrian paraphrase of the "Introductio Arithmeticae" by Nicomachus of 
Gerasa, which was commented upon by al-Kindi. 2 Some decades later 
Thabit lbn Qurra translated the complete text of the "lntroductio Arith­
meticae" directly from Greek into Arabic. Already in the gıh century the 
mathematicians added new results to the ancient knowledge. The most 
important gıh century treatise on elementary number theory was compos­
ed by Thabit b. Qurra. It treats the construction of amicable, perfect, 
abundant and defıcient numbers in a way, which surpasses the antique 
heritage. Its terminology resorts several times to the "lntroductio Arithme­
ticae", w hile i ts methodology of proofs is based on the arithmetical books 

• Dr., Karl SudhofT Institut fıir Geschichte der Medizin und Natuıwissenschaften, Karl 
Marx Universitat, Leipzig. 

1 Matvievskaja, G.P., Ucnıie o Cis/e na srednevekovom Bliinem i Srednem Vostoke, Taskent, 
ıg67 ; Matvievskaja, G.P., "Materialy k istorii ucenija o cisle nasrednevekovorn Bli:inern 
i Srednern Vostoke," b:. istorii toinych nauk na srednevekovom Bliinem i Srednem Vostoke, Tas­
kent 1972, pp. 76-ı6g; Muzafarova, Ch. R. , "Arifrnetika Nikornacha v izlo:ienii Kutbaddina 
Sirazi," Mat. i metodika ee prepod., cilt ı, Dusanbe, 1974, pp. 124-131; Muzafarova, Ch. R., 
Arifmeticeskie i teoretiko-cislovye aspekty knigi VII "Nacal" Evklida v izlo:ienii Kutbaddina 
Sirazi," Issledovanifa po matematike, Dusanbe 1977, pp. 79-84; Soussi, M., "Un texte d'Ibn ai­
Banni sur les nombres parfaits, abondants, deficients et amiables," International Congress 
of Mathernatical Sciences, July 14, 1975-]uly, 20, 1975, Harndard National Foundation, Pa­
kistan 1975; Rashed, R. , "Nornbres arniables, parties aliquotes et nornbres figures aux XIII 
erne et XIV erne siecles," Arehivefor History of Exact Scimces, vol. 28, ıg83 pp.ıo7-147· 

2 UB Halle/S., Yb 5· 4°, IT ıb - 54•; See also: Steinschneider, M., Die Hebraeischen 
Utberset(.ungnı des Mit telalters und die Judnı als Dolmetschtr, Berlin ı8g3, vol. Il, 320, p. 517. 
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of the "Elements". 3 Several scientists transmitted its content at least in 
part until the 17'h century. As cursory examinations of Central Asian manu­
seripts show, this interest continued until the ıg'h century. 4 Among those 
who wrote on elemantary number theory are well-known Arabic-lslamic 
scholars such as al-Birunl, s Ibn Sina, 6 Abu 'I-Wara, 7 al-Karajl, 8 Qu~b ad­
Din ash-Srurazi, 9 al-K.asru, 10 and the author or the authors of the Rasa il 
lkhwan aş-Şafa 11 as well as a multitude of other writers such as Abfı 
Manştır b. Tahir al-Baghdadi, 12 Karnal ad-Din al-Faris, 13 Abu Saqr al­
Qablşi, 14 and others. 15 Some of these writers !ike Abu Manşur al-Baghda­
di and Karnal ad-Din al-Fansi should be evaluated anew by historians of 
mathematics from the standpoint of their number theoretical works. 16 

3 Saidan, A.S., Arnicab/e numbers by Thô.bit ibrı Qu"a, Arnman (publication sponsored 
by thejordan University), ıgn 

• For example in: Bayyan acdad. Rukopis'nyj fond' AN Tadzikskoj SSR, DuSaılbe, 
Ms ı2ıg, f 33s*ff; Majmiice-ye risiilat. at the same place, Ms gg6o; Majmiica rasii'il arabiya. 
At the same place, Ms 4410. 

s al-Birimi, Kitô.b at-tafhim li awô. 'il sinô.'at at-tanjim, ed. J. Huma'i, Tehran ıgı9 H, 
pp. gg-ss; See also: Abu Raichan Beruni (9ıg-ıo41!) , "Kniga vrazumlenija nacatkam nauki 
o zvesdach," lı;brarırıye proiı;vednıija, vol. VI, Ta5kent 197s, pp. gS-so. 

6 lbn S'ına, ash-Shifa: al-farırı ath thô.rıi fi'r-riyô.t(ıyô.t, al-~isô.b, ed. cA.L. M~har, al­

Qiihira 197S· 
7 Abuci-Wala, al-Buzjiini, Risô.la fi 'l-aritmô.tiqi, Rukopis'nyj fond' instituta vostokoved­

enija AN Uzbekskoj SSR, Taskent Ms 47SO, If 2ssb-2s7b; See also: "Traktat Abu-1-Wafy 
oh osnovnych opredelenijach teoreticeskoj arifmetiki." In: Matvievskaja, G.P., Ch. Tllaiev, 
MatmıaıiCeskU rulropisi ucmych Sredrı4,j Aı;i~ X, XVIII vv. Ta5kent ı gS ı , pp. 63-76. 

8 L 'Aigebre d'al-Badt d'A l-Karagi, Edi tion, Introduction et Notes par A. Anbouba, Pub­
lications de I'Universite Libanaise, Seetion des ttudes Mathematiques, Beyrouth 1g64. 

9 Qu~b ad-Din ash-Shiriizi, Du"at at-tô.j lig hu"at ad-Dibô.j, ed. Mashkiit, S. M., Telı-
ran 131 7-ı320 H. 

10 AI-Kiishi, Miftô.~ al-~isô.b, ed. an-Nabulsi, N., Dimashg 1977-
11 Rasô.'il İklıwô.rı as-Şafo: ıgo6 H. 
12 Abii Mansiir, Abd'I-Qahir ibn Tahir AI-Baghdadi, Al-Takmila fi'l-Hisô.b (The Com­

pletion of Arithmetic) With a tract on Mmsuraliorı, Edited and arınotated with comparative 
by A. S. Saidan, Publications of Institute of Arab Manuscripts, Kuwait ı gS s. 

13 Kamiil ad-D"ın al-Fiirisi, Tadhkirat al-al,ıbab li bayyan at-tal,ıabb, In: Rashed, R., 
"Materiaux Pour l'Histoire de Nombres Amiables et de 1' Analyse Combinatoire", Journal 
for the History of Arabic Scinıce, vol. 6, 1g82, 209-278, pp. 266-229 (in Arabic) 

14 Risiilat al-Qabişi li jamc anwac min al-acdad. In: Anbouba, A., "Un memoire d'al­
Qabişi (4e siecle H.) sur certaines sommations numeriques," Journal for the History of Arabic 
Scinıce, vol. 6, ıg82, ı8ı-2o8, pp. 201-ı87 (in Arabic) 

ıs Compare Rashed, R., "Nombres amiables, parties aliquotes et nombres figures aux 
XIII bil• et XJVbn• siecles", op. cil., p. ı ogff. 

16 Compare ibid., pp. ı ı ı , ı ıs, ı22-ı47. 
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With the here summarized manuscript lbn FallOs becomes a member of 
this class. 

Shams ad-Din AbO'!·Tahir Ismail ibn Ihrahim ibn Ghazi ibn •Arı ibn 
Mul:ıammad al-l:lanafi al-Mardini, called lbn FallOs, lived between 1194 

and 1252. His epitome on elemantary number theory 17 was written dur­
ing a pilgrimage to Mecca. 18 The author says that the "Introductio Arith­
meticae" of Nicomachus was its basic source. 19 He follows Nicomachus in 
the classification of numbers, the majority of the properties of these num­
bers, and the philosophical back-ground; but he adds some new dasses of 
numbers. He declines to discuss the theory of nurnerical ratios and pro­
portions of Nicomachus, but he promises to deal with this subject in a se­
parate work. 20 Whether he actually wrote such a treatise is uncertain. 21 

There are no traces of number mysticism in the sense of the "Theologou­
menates arithmetikes" in this compendium by lbn FallOs. 22 His epitome 
is a purely mathematical text, interspersed by some philosophical remarks 
imbedded in an lslamic context. 23 The treatise is devoted to the description 
of mathematical properties and principles of construction for the 25 kinds 
of numbers, that Ibn FallOs defines. The tendeney for completeness, 
however seems to encourage the author to leave the domain of mathemat­
ics by introducing some oddities. The "inimical numbers", about which 

17 Shams ad-Din Abu-t-Tahir Isma il ibn Ihrahim ibn Ghazi ibn •Ali ai-Hanafi ai­
Miridini, Kitah ,• dôd al-israr"/i asrar al-a• dôd, Staaubibliotlıek, Preubisclıer Kulturbesi~, Berlin, 
Ms 5970, Lbg. 199, ır 15•-31•; Dar al-Kutub, Cairo, Ms B 23317, 3, ır 62•-72•; also: Aya 
Sofya, Istanbul Ms 2761, 7 

18 ibid., Ms 5970, Lbg. 199, f 15b, 3· 
19 ihid., f 15b, 11f. 
ıo ibid., f 15b, ı2f. 
21 Aside from the number theoretical treatise there are four further works by lsma"il 

ibn Ihrahim ibn Falliis: 
- Irshad al-~ussab 6'1-maftii~ min •ilm al-~isab 

- In~b al-khabr li ~isab al-jabr 
-Mizan al-·uliim li ~qiq al-ma•lum 

-at-Taf'~afi a•maı al-mi~a 
See Matvievskaja, G. P., B. A. Rozenfel'd, Matematiki i astronomy musul'manskogo srtJ­

nevekov'ja i ich trudy (VIII-XVII vv), Moskova 1g83, vol. 2, No 359, p. 381 
22 See concerning the relevant conjecture by Sezgin: Sezgin, F., Geschichte des arabisclıen 

Schrifttums, vol. 5, Mathematik, Leiden 1974, pp. 165f 
23 lsma'il ibn Ihrahim ibn Falliis, op.cit., Ms 5970, Lbg. 199, for instance, f 25•, 15-f 

25b· 9 
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the author himself states, that there are no mathematical rules for their 
formation, are an example there of. 24 Nevertheless, even this kind of nurn­
hers seems to have been transmitted by other scholars too, since I:Iajji 
Khalifa makes reference to it i~ his encyclopaedia "Kashf ~-~unun": 

'-:"'~'Y I ;; _?..i; l) 0:! '( ~~IJ ~l:.d.l .) \ .ıs. 'YI d"\~ lr-J .. . . . d"\ _,.:ll ~ ' ' 

ı; .'' '-:-'Wl ıJL:! l) 

"The science of the special properties. . . . Among these are the proper­
ties of the amicable and inimical numbers, as explained in 'Tadhkirat al­
aJ:ıbab fi baiyan at-tal:ıabb'." 

The book, mentioned by I:Iajji Khalifa, could be the work of the same 
name by Karnal ad-Din al-Farisi. 26 In Al-Fansi's treatise there is not the 
least trace of the inimical numbers in accordance with its orientation to­
ward mathematical research. No other work, however, with such a title is 
known to me. 

lbn Fallus' text consists of four parts - an introduction on the sub­
ject, the principles and the characteristics of the science of numbers, and 
three chapters about the dasses of numbers, their names and rules for 
construction as well as 25 propositions, mainly from algebra and espe­
cially devoted to the solution of quadratic equations. The author calls these 
propositions geometrical principles and general theorems, which he took 
according to his introduction from mathematical books, according to his 
third chapter from geometrical books. 27 A first comparison of those theo­
rems with the author's algebraical treatise 28 suggests that the algebraical 
works by al-Karaji and cUmar al-Khayyam were the main sources of this 
third chapter. This part contains different variants for working out (a+b) 2, 

the computation of (a + b) 3, several further propositons, and as an added 
26th theorem the recursional formula for the binomial coefficients: 

( ) 
n - (k- ı) ( n ) 

~ = in verbal form. 29 

k k.ı 

24 ibid., f2ıb, ı4· f22•, 4· 
ı; Kei/-el-Zunun, Kati b Çelebi, Maarif Matbaası, İstanbul ı94ı, vol. ı , col. 725f. 
26 Compare footnote ı3 . 
27 !smail ibn lbrahim ibn Fallüs, op. cil., f ı6b, 6f. 
28 ibid., f 25 b, ı ı. 
29 ibid., f 25b, ı5- f 26•, 3 and f 28•, ı2- f28b, 4· 



PERFECT AND AMICABLE NUMBERS AND IBN FALLOS 47I 

Aı:ımad ibn as-Siraj, who wrote one of the known three manuscripts, 
added to the text another problem, connected with the so called theorem 
of Wilson, which seems to have been formulated fırst by Ibn al-Haytham. 
A}:ımad ibn as-Siraj gave the general solution of this problem in verbal 
form. 30 

The perfect and arnİcable numbers are sections I I and I 3 of chapter 
2. The arnİcable numbers are divided into three kinds: arnİcable numbers 
according to quantity, arnİcable numbers according to quality, and arni­
cable numbers according to quantity and quality. The text ·includes a ta­
ble, which contains in general ten examples of nearly all kinds of numbers. 
There are no examples of arnİcable numbers of the second and third 
kind, inimical numbers, and three special types of solid numbers, the so­
called board, brick, and well numbers. 31 The table gives only the fırst pair 
220, 284 of the normal arnİcable numbers. In the column for perfect 
numbers there are ten examples, 32 seven of which are perfect numbers 
(disregarding seribal errors and minor mistakes in the calculation):6, 28, 
496, 8I28, 33 33 550 336, 8 58g 86g 056, 34 I37 438 6gı 328. Thus, Isma'll 
ibn Ihrahim ibn Fallus' treatise contains the earliest recently known state-
ment of the fifth, sixth, and seventh perfect number. At least half a cen­
tury later (between 1292 and I3o6) Qutb ad-Din aslı-Shirazi composed 
his encyclopaedia, in the mathematical part of which the fıfth and sixth 
perfect numbers are found. 35 Ibn Fallus' computation of perfect numbers 

30 ibid., f 28b, gloss. 
JI See for instance Nicomaclıi Gn-asmi Pytlıagorei lntroductionis Aritlımttictu Libri Il, Rec. 

R. Hoche, Lipsiae, I9I3, Il, I7, 6. 
32 Isma11 ibn Ihrahim ibn Falliis, op. cit., f 29•, I7 f. 
33 The manuscript has 68I28, obviously because the seribe of the manuscript wrote 

the last digit of the following number I ı3o 8I6 twice. Aside from I ı3o 8ı6, the sixth 
(4og6 ı 28) and the tenth (35 ı84 367 8g4 538) number in the list are not perfect. 

34 The manuscript has 8 58g 866 056. 
35 Muzafarova, Ch. R. , "O matematiceskich glavach enciklopediceskogo proizvedenija 

"Durra-at-tadz li gurra-at-dibadZ" (2emcuZina korony dlja ukra5enija dibadZa) Kutbaddina 
Si razi", Ulmie zapis/ci trudy meclıanilco-matnnatileslwgo fakul'teta, vol. ı, DuSarıbe ı 970, pp. 85-
93, p. 92; The paper, however, contains two errors: First, the fifth perfect number is 33 
550 336, not 33 550 366. Secondly, this number does not res u lt for n - ı 6, but for n- ı 2. 
Since Qu~b ad-Din ash-Shirazi also gives the sixth perfect number, not mentioned by Mu­
zafarova, she evidently confused the two perfect numbers, because the sixth evolves for 
n-ı6. 
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corresponds essentially to Euclid's rule IX, g6. 36 The work "At-Takmila 
li'l-l.ıisab" of Ablı Manşur al-Baghdadi (d 1037) contains an interesting 
statement about the perfect numbers. Its author refuses the antique as­
sumption, that there is one perfect number in each degree of ten, and 
declares, that there is no such number between ten thousand and hun­
dred thousand: 

ö f:-s- ~ ~ ...,-:! .)1 ' rt; -l>-IJ ~~ ~ _,A.JI if ..W. j) ~ : Jt.; if .h.l&. ..,lj J '' 

37 ''. rt; ~~ : .....o.ıi ~ J J'l'l 

"He, who said: in every tenary one number is perfect, is wrong, since 
there is no perfect number between ten thousand and hundred thou­
sand." 

It seems probably, that the fifth perfect number, at least, was known 
before Ibn Fallus. Concerning the amicable numbers Ibn Fallus gives 
only for the first kind, i.e. the amicable numbers according to quantity, 
a construction rule. These amicable numbers of the first kind are the usu­
al amicable numbers of other texts, defined by the condition that ap ~ 
are amicable, if and only if G 0 (a,) - a2 , G 0 (a2 ) - a, where G 0 (n) indi­
cates the sum of the proper divisors of n. This definition seems to have 
been exclusively used by the scholars of the Islamic Middle Ages. That it 
is equivalent to the assertion: 

a, a2 amicable numbers, if and only if G (a,) - G(a.) - a, + a., 
where G(n) denotes the sum of all divisors of n, was discovered ready by 
Thabit ibn Qurra and stated at the end of his above mentioned treatise. 38 

36 Isma'il ibn Ihrahim ibn Fallüs, op. cil., IT 2ob- 21•. 
37 Abü Mansür, Abd'l-Qahir ibn Tahir Al-Baghdidi, op.cit., p. 227. 
38 j:.. . ..!.l.b ..:...;IS'" 1.t ...ts' ..!..LJ;. ~ J !...r-- -L>IJ j5:J "_r J" .b:.\ 1:-.1 ...;\ J " 

".~ ~ ı.:p..WI ~;, 
Saidan, A. S., op. cil., p. 53 

If eveıy (divisor) of each of the two (numbers) is taken and all these (divisors) of each 
(of the numbers) are added, the sum of these (divisors) equals the sum of those two num­
bers. 

See also "Sabit ibn Korra, Matematiceskie traktyty," Sostavitel B. A. Rounfel'd, Nau&-
110e nasledsiDo, vol. 8, Moskva ı!J134, p. ııı6 
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Ibn Falh1s expressed the rule for amicable numbers of the fırst kind in 
the following way: 

04 ~\ J ~~ rWI 4.;')1.; ~ ~ ~bd.\ .)\~'YI y. J ~ ..:.JWI t.rJI ~IJ '' 

J>-'YI ~~JL...,. \.....r-- --l>IJ JS' i_r.-1 0~J \....:ai\.; J>-'YIJ l..lllj ,:.r- .)...v..l\ ...l>l 0~ 
.) \~'YI ,y \..1.-l,:l y J ? 'YI ~ ~JL...,. \.....r-- ...l>IJ JS' i_r.-1 0\j lA t J r r . j:.. 

~ I.AJ>-1 J.i ~...:... L.a.A;J lAJ>-1 ~ \.; .)j JJI ~ 0\j 4---f 04 ~~\ 

JWI C~ {~bd.\ JJI c_fi .)\~'YI J>-1 J ~\ {?'YI J ~...l>l .._,., ~ 0'Y Jl 

.y j..a.JI _,.; ~ W .)\~'YI J>-1 J &Li y ~ J J>- 'YI ~ 0:1 J 'YI ...l>l ö.)~J. 

39"· ~\r]l _ti- Jl \..1. ..l,:l y \.it. ~ J ~)Wl .)...v..l\ c_fi ~bd.\ JJI ~ o~_? ~bd.\ 

"The thirteenth class, namely the amicable numbers, consists of three 
subkinds. (fhe fırst kind consists ol) the amicable numbers according to 
quantity, (that is to say), that one of the two numbers is abundant and 
the other one is defıcient. The (sum of the) parts of each of the two 
(numbers) equals the quantity of the other (number), like 220 and 284, 

because the (sum of the) parts of each of these equals the quantity of the 
other.They arise from the chess board numbers (in the following way:) 
W e add them. If a prime number results, we add the last (of the nurn­
hers summed up) to (the sum), and we subtract from it the (number), 
which comes before the last of (the added numbers). 

(ll) two prime numbers result, we multiply them, and we multiply 
the result by the last of (added) numbers. Thus the fırst of the two arni­
cable (numbers) results. Then the second is found by adding the fırst of 
the two prime numbers to the other one and by multiplying the result by 
the last of the (added) numbers. The (product) is the difference between 
the two amicable numbers. You add this to the fırst amicable number 
and the second amicable number is the result. In this way they are con­
structed (in) unlimited (number)." 

The above mentioned chess board numbers are the so called even 
times even numbers, 40 i.e. the powers of two. The procedure deseribed by 
Ibn Falh1s is thus the following: 

39 Isma11 ibn Ihrahim b. Falliis, op. cil., f2ı •, 14-2ı b, 8. 
ol() ibid., f ı Sb, 7 f. 
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n 

If L 2k = 2n + ı - I is prime, form 
o n 

and p, : = L 2k - 2n-ı . 
o 

If p , p, are primes, the first arnİcable number is aı : = Pı · p, · 2n. The 

second arnicab le number arises, when the di IT erence (p ı + p , ) 2 n between 

the both amicable numbers is added to aı : a, : = (Pı + p,)2n + aı. 
This rule corresponds according to R. Rashed 41 to that given by lbn 

Sina in his encyclopaedia "Ki tab ash-Shiffi", after the edited text of cA. L. 
Ma"?har has been corrected. 42 Rashed, however, did not explain, what 
correction he had in mind. In my opinion, the text is clear as is and is 
not in need of any correction, after the meaning of the dual suffıxed per­
sonal pronoun huma in the beginning of the passage has been clarified. 
Ibn Sina surely knew, that 2n +ı - I is not always prime. Thus, the use 
of the dual (huma) instead of the plural (ha) is imperative and means, 
that lbn Sina referred to the example 220, 284 mentioned in his text just 
before. In this case is n = 2 and therefore the first two even times even 
numbers 2 and 4 are to be added to I. The result happens to be a prim e. 
Thus, R. Rashed's interpretation has to be modified in the sense, that 
Ibn Sina did not state the general condition of 2n + ı -I, n = I, 2, ... , be­
ing prime, but only the primality of Pı and p,. The further form of lbn 
Sina's rule agrees not only in the contents, but also in the generality of 
the wording with the rule of Ibn Fallus, but Ibn Fallus does not repeat 
the restriction to the case n = 2 in the first part of the rule. If in Ibn 
Sina's expression something is to be corrected at all,one should avoid the 
second dual suffıxed personal pronoun, i.e. instead of c alaihima one should 

41 Rashed, R., "Nombres amiables, parties aliquotes et nombres figures aux xın<m• et 
xıv•m• siecles," op. cil., p. ıı6 , footnote go•. 

42 Rashed writes: Si l'on corrige la lecture de l'edition, le texte d'Avicenne devient lu­
mineux, et se traduit ainsi: 

si (2"+ ' -ı ), p •. , Pn sont premiers, alors 2"Pn-• Pn et 2"(p •. , +p. +p •. ,p.)-2"q. sont 
amiables. 

Here his abreviations mean: 
Pn-•- g·2"'' - I , Pn- g·2"- ı , q.-g·2'"''- ı. Compare ibid. , pp. ı ı I and ıı6, footnote go'. 
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read calaiha or alaihi. This correction, however, affects the meaning of the 
text onlyina minor way. 

lbn Sina wrote: 

\~\ J ~ .:ıi .1?. J} ..)...\.&- ~lt ~ ~\}\) c_))\ c_)j .)\...\.&-i ~ blJ '' 

43 ~ Ji JL.aiJI ~ ~\) ö.)~)l ~ ~\ J\5' ~ L>jjl ~) ll> _,.,:.1 y -4j 

J..a>- ..:...~ ~\ _,.,:. 1 .j ~\ L. y fP { .f _,.411 ~\ .j ~ -4)\ ~\ y _,..ai 

~r" 0'-J~ .lll __,ail:.ll) ~1)1 t~ Ö.)~j if J ~ L>jjl .)..W\ ~) ' ~ .J .)...\.&-

44 ". J~L::....-:,. ~) ~ .J L>jjl 'J} ..) y:-).1 .)..W\ ~ ..:..~ ~' _,.,:.1 .j 

"If two even numbers are added together and to the sum (number) 
one, a prim e number results. If the last (of the added even times even 
numbers) is added to the two (summands, i.e., 6 + ı) (or better: to them, 
i. e., 2 + 4 + ı, or: to it, i. e., the prime number 7) and the number be­
fore it is subtracted (and) if then the (sum) and the (difference) are two 
prime numbers, then the product of the (sum), the (difference) and the 
last of the summed (numbers) gives a number, which has a friend. Its 
friend is the number, which arises from the addition of the sum of the 
mentioned sum and difference, multiplied with the last of the summed 
(numbers), to the previously found number which has a friend. These two 
are arnİcable (numbers)." 

This reading and interpretation of lbn Sina's rule lets unexplained 
how Ibn Fallus' general primality condition for 2" + ı - ı could have been 
evolved. A text, which contains an argument for the choice of 2" + ' - ı 
instead of Thabit ibn Qurra's 2" +ı (2" +ı + 2"-•) - ı is not known to me. 
There are some clues, however, out of which thi. c;tep could be recon­
structed hypothetically. First, a check of Ibn Sina's ruıe for n - 3 already 
shows, that, although p, and p. are primes, a, and a, are not arnİcable 
numbers and that, in contrast to n= 2, 24 

- ı = 15 is not prime. Sec­
ondly, the continuation to the the case n = 4 yields p" p., and 25 -

ı = 3 ı as prim e numbers, and aı and a, as arnicab le on es. According to 
the convincing interpretation of Thabit ibn Quarra's treatise on arnİcable 
numbers by J. Hogendijk, Thabit ibn Qurra already knew this pair of 

43 Here, the edition's awwaliyan has been changed to awwalain. 
44 Ibn Sina, op. cit., p. 28, 15-20. 
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amicable numbers, because the proof of his general rule is phrased for 
the case n = 4· 45 Hence it could have been possible to derive the rule cited 
by lbn Falh1s heuristically from the rule of lbn Sina. 

Thirdly, the writings of other authors show that Thabit ibn Qurra's 
rule was not transmitted verbatim. Nevertheless, the majority of the 
known texts follow it essentially. 46 The only known scholar, who lived be-

•; Hogendijk, J. P., "Thabit ibn Qurra and the Pair of Amicable Numbers 172g6, 
ı84ı6," HistoritıMatlımıatica, vol. 12, ıg85, pp. 26g-273· 

46 al-Qabisi uses the Thabit-rule in the form given by Thabit lbn Qurra: If Pı-2•+ ı -ı+2", 
p, -2n+ı_ı-2•·ı and P:

1
-2" + ı (2" +ı + 2".')- ı are prime numbers, then 2"PıP, and 2" 

p3 are amicable numbers, although one sentence is missing in the only extant manuscript. 
Ris3.1at al-Qabişi fijam• anwa• min al-a•dad, op. cit., pp. ı92-ı9ı (in Arabic); 

al-Karaji summarizes Thabit ibn Qurra's text in a relatively extensive manner in 
a chapter of his algebraical treatise "al-Badt" without reference to his source. He uses in it 
the following version ofThabit's rule for amicable numbers: 

a ı - P ı p, 2", a, - ((2" +ı)' + ~ (2" +ı)' - ı) 2", p, p, as defined by Thabit ibn Qurra 

and prime numbers, ((2" + ı y+!. (2" + ı)'- ı) prime number. "L'Algebre al-Badi• d' Al-Ka-
"" . 8 ragı , op. cıt. , p. 27 

Abıi Manştir al-Baghdadi introduced in the rule, basicly similar to lbn S"ma's version, 
a recursive description of the prime numbers Pı and p,: 

- first step: 2' + ı - 5 is a prime number, 

5.2 + ı - ı ı is a prime number, 

ı ı - 2' isa prime number, i. e., he tests, if 2" + ı_ ı is prime; 
then ı ı · 5 · 2' - 220 is the first amicable number and (5 + ı ı) · 2' + 

220 - 284 is the second amicable number; 
-second step: search for a new pair of amicable numbers 2·11 + ı, 2·5 + ı, 2·11 + 

ı - 23, 2·5 + ı - 23. Test, if these four numbers are primes, if not, this step does 
not yield a new pair and computale again: 

2p, + ı, 2Pı + ı and test , if they are primes. Now the condition, 2" + ı - ı and 2"- ı 

- ı prime numbers, is missing. 

If in the n-th step 2p, + ı and 2pı + ı are prime numbers, then the first amicable 
number is (2p, + ı) (2pı + ı)·2"; 

Abıi Mansıir, Abd'l-Qahir ibn Tahir Al-Baghdadi, op. cit., pp. 230-231 
Al-Fansi deseribes a version ofThabit ibn Qurra's rule: 

qı - 2" + 2" · ı - ı, q, - 3·2" .:.. ı, qıq, - q3, qı + q, + q3 - q.; if q, q, and q. 
are prime, 2"q3 and 2"<4 are amicable numbers. 

See Rashed, R., "Materiaux Pour l'Histoire des Nombres Amiables et de l'Analyse 
Combinatoire," op.cit., p. 265; Zain ad-D"ın at-Tanıikhi (1307) states the rule as al-Karaji, 
the text, however, omits in the rule's general statement the condition for p,: p, p, are de­
fined as by Thabit ibn Qurra, p3 as by al-Karaji. If the three numbers are prime, then 



PERFECT AND AMICABLE NUMBERS AND IBN FALLOS 477 

fore lbn Fallus and stated the rule for amicable numbers in a form,simi­
lar to that of lbn Sina, is Abu Mansur al-Baghdadi. 47 Fourthly, the ver­
sion of Thabit ibn Qurra's text in the Aya Sofya manuscript, which dif­
fers from the Paris manuscript, offers a further clue. 48 In the Aya Sofya 
manuscript it is required that not only 

and n + ı ( n + ı + n-•) but also number p, p. p3 : - 2 2 2 - I, a 
z - 2n + ı - I is prime. 49 On the basis of the above menti9ned interpre­
tation by Hogendijk this inclusion of Z in the primality condition for Pı 

and p. also could be explained as a retleetion of the concrete case n - 4, 
where Z- 31. Since the primality condition for Pı and p. by Thabit ibn 

2"p,p. and 2"p3 are amicable numbers. The absent p. can be derived from the following 
example 220, 284. Compare ibid., p. 228; Mul_ıammad Baqir al-Yazdi phrases the rule as 

follows: q,- ~ · 2"-ı-2•+2•·•-ı, q.-3.2"-ı-2•+2•+•-ı, q
3
-q,q., ~-q,+q.+q3• 

2 

Note, that al-Yazdi's general statement, as edited by Rashed, contains an error, because he 
defines q, as 2" - ı. But he gives q, as above in the example. His general rule continues: 
If q., q., and ~ are prime numbers, then 2"q

3 
and 2" (q, + q. + q~ are amicable num­

bers. Compare ibid., p. 226; 

lbn Haidur (d ı4ı3) gives the rule in his commentary on the "Talkhis a'ma! al-l_ıisab" 
by lbn al-Banna in connection with the example 220, 284: 

p., p. are defined as by Thabit b. Qurra, if they are prime, then 2"p,p. is the first of 

the sought numbers. If p3 - (2•+• + ...:.. 2") . 2"+' - ı is prime, then p
3
2" is the second 

4 

one. See ibid., p. 2ı7; In a treatise, attributed by M. Soussi to lbn al-Banna•, but probably 
composed by a commentator according to Rashed, the rule again appears in the original 
form of Thabit ibn Qurra. The author of the text, however, erroneously requires the prim­
ality of the multiplicand p,·p. of 2" instead of each of the numbers p, and p •. Then he 
states the contradiction between his requirement and the examples 220, 284 and ı72rJ5, 
ı84ı6, without recognizing his mistake. See Soussi, M., op.cit., pp. 4-7; Soussi's formutas of 
Thabit's rule contain two inaccuracies (p. ı3): instead of c - 9·2•·• - ı read c - 9·2••·• - ı. 

Thabit's rule is not simpler than the rule given by this text, but the two rules are equiv­
alent. This fact has already been pointed out by Borho. See Borho, W., "Befreundete Zah­
len. Ein zweitausend Jahre altes Thema aus der elementaren Zahlentheorie," Lehnıdig~ <:,alı­
/nı . Matlımıatisclıe Miniaturm I. Basel, ıg8ı, p. 30; Qu!b ad-Din ash-Shiıizi, on the other 
hand, transmits the rule in the same form as lbn Fal! us. See Muzafarova, Ch. R., "Arifme­
rika Nikomacha v iilozenii Kutbaddina Sirazi," op. cit., p. ı29 

41 See the description of al-Baghdadi's rule in footnote 46. 
48 Ms 4830, Aya Sofya, Istanbul, IT ı ı o•- ı2ıb; See Saidan, A. S., op. cit., pp. so- S3-
49 ibid., p. so. 
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Qurra points to the general case, 50 the inclusion of Z tends to become 
a general condition too. Later authors, who transmitted Ibn Slna's rule, 
could have taken over this general primality condition for 2n + ı - I , Pıı 
and p2 on the basis of the version of Thabit ibn Qurra's treatise in the 
Aya Sofya manuscript, while the condition for p

3 
was omitted, because p

3 
was no longer computated explicitely. They may also have introduced 
themselves the general primality condition for 2n + ı - I by considerations 
as outlined above. 

No Arabic-lslamic scholar seems to have investigated the relations 
between the both rules. A comparison between the pairs of arnİcable 
numbers, produced by the two rules, shows, that both yield the pairs for 
n = 2 and n = 4, but only Thabit ibn Qurra's rule gives the pair for 
n= 7 too. According to Borho 51 this rule does not produce any other pair 
fo r n ;;;ı: 20.000. With the notation q = 2n + ı - I and p

3 
as above as 

2" +ı (2" + ı + 2" · 
2

) -I the relation between the two rules -can be stated 
as: 

9 2 I 2 

P3 = 8 ( q + I) = 8 (gq + I 8 q + I). 

;o . ~}/\ _;j- }i ) \ b~ (l·)ı .b ' c ' j .:. \~\ .:./' ...~.>- \) y .:>IS"' J \j " 

.:.1~ }/\ o..U. 0 ~ L. Jl ~ ı.?" Lı. _;j- Jl ~ _jl .:. \~ }/1 L jJ\:f- }/IJ , .l.;. j <..>.il i -* 
• (IIIJ J.IJ\ .ı.;.. 

ibiıi., pp. 50 and 54 

. .b ' C <.S .:. ~ .:./' : ~ 6.>.-JI ._) ( \ • ) '' 

' ' • .:.ı;J )\ J. .:.~ .y J b.:.WI J\,1.. : ~ ~\ ._) ( \ \ ) 

For the English version of this passage I use the translation of Hogendijk, J ., "Thabit 
ibn Qurra and the Pair of Amicable Numbers 172g6, 18416, qp. cil., p. 270. I replaced, how­
ever, Hogendijk's interpolation (*) through the original Jetter Z of the Arabic text, omitt­
ed Hogendijk's explanation [ ... ] and added the numbers of Saidan's footnotes (ıo) and (11): 
"If each of the numbers z, ı:ı . rc ıo) is a prime number other than the number two, 
then this is what we want. If not, then we proceed with the (series ol) numbers that we add­
ed until we arrive at some number such that these numbers which are derived from it are 
prime.< ı ıı sic)" 

"(1o) in manuscript 2: ... the two numbers I:I. T (11) in manuscript 2: ... these two 
numbers are prime." 

The manuscript 2 is the Paris manuscript Ms 2457, Bibliotheque Nationale, IT 170b -
18ob; Compare S~bit ibn Korra, op. cil., p. 124. 

51 Borho, W. , op. cil., p. 14. 
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Evidently, the assertions "q prime" and "p
3 

prime" are independent, 
as is demonstrated by the following examples: n = 6 q = ı 27 prim e, 
p3 = ı8.431 = 7.2633 n= 8 q = 51 ı= 7·73, p3 = 294.91 ı prime. · 

No quadratic polynom f is known which yields for infinitely many ar­
gument values x prime numbers f(x). 52 The analysis, which numbers 
a, = 2np,p, and a, = 2np3 with p, p., and p

3 
primes are arnİcable num­

bers, gives the following results: 

- if a, and a, are arnİcable numbers, G (a,) = G (a,) is valid for 
primes p3 with p3 = (p, + ı) (p, + ı)- ı and arbitrary primes p, and p,; 

- if a, and a, are arnİcable numbers, G (a,) = G (a,) holds true, be 
2n + ' - ı a prime number or not, i. e. the primality condition for 
2n + '- ı is insignificant; 

- the structure of the primes p, and p, of two arnİcable numbers a, 
and a

2 
depends upon the equation 2 np, p 2 + 2 np 

3 
= G (2 n p

3
, 

which has to be valid for two arnİcable numbers a, and a,. 

Using the above given relation between p
3 

and p, p, the equation 
2np,p

2 
+ 2np

3 
= G (2np

3
) yields 

(p, + I) (p2 + 1) n 
= 2. 

p, + p. + 2 

If a, = 2np,p, and a
2 

= 2np
3 

are arnİcable numbers, the least of the 
three primes is greater than 2. Thus, we can put 
p, + ı = 2k, p, + ı = 2k,, where k, < k, . 

Weget 

4k,k, n 
= 2. 

2 (k, +k,) 

W. h k n-ı-k( k + ) lt 1 = 2 2 I 

and k,= 2"-' (2k + ı) and O < k < n 
one obtains the following structure of the three prim es: 

52 I am indebted to Dr_ O . Neumann,Jena, for this information-
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n-k ( k+ ) Pı - 2 2 I -I 

p
2 

- 2n (2k + ı)- I 

p
3

- (Pı + 1) (p2 +ı)- I - 22n-k (2k + 1)
2

- I. 

This results is equivalent to Euler's rule for all amicable numbers of 
the above given type, i. e., a ı = 2 np ı p 

2 
and a 

2 
= 2np 

3
• For k = ı one gets 

an equivalent version ofThabit b. Qurra's rule. 

lbn Falilis deseribes the second kind of amicable numbers as follows: 

_?-'YI ı) ~J b) o jl_r-1 ı) ~J ~ Jj J. .).W\ ..l>-1 ı)~ ı)~ ~1 ..) ~L:...:ll '' 

53 ". ~ )j o jl_r-1 ı)~) b) 

"(Numbers) are amicable according to quality, if one of the two nurn­
hers is even and its parts are odd, and if the other (number) is odd and 
i ts parts are even." 

This statement is meaningful, provided that the two words "its parts" 
are interpreted as "sum of its parts", i.e. , sum of the proper divisors of the 
number. This interpretation is justified by the wording of the defini­
tions for abundant, deficient and amicable numbers according to quantity 
in the second chapter of lbn Fallus'treatise. There the author uses the 
expression "parts" in the sense of "sum of the parts", in contrast to the 
definitions of the first chapter. 54 Hence two numbers are called amicable 
according to quality, if 

ki, mi f IN, i- ı, 2. 

Examples are not given in the text. It is, however, easy to show, that 
only the following numbers are amicable according to quality: 

B Isma~l ibn lbrahim ibn Fallus, op. cit., f2I b, gf. 

54 ibid. , f I 7b, I ·5· 
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a.: (2k. +ı)", 

n, k ı , k • f IN. 

481 

(2kı)• and 2° (2kı) 2 are nothing but special cases of 2" or 2" (2kı + ı) 2 . 

a ı - 2" obviously satisfıes the conditions. a ı - 2 n ( 2k ı + ı) 2 and 

a.- (2k 2 + 1) 2 satisfy them, if and only if G [(2kı + ı) 2 ı and 

G [(2k 2 +ı)'] are odd. Let 2k+ı-pın· p 2'
2 ..... Pın be the prime number 

decomposition with p ; -F Pi -F 2, Y. i,j f {ı, ... , t l. 
•ri 

G [ (2k+ı) • ı- n ( ~ p.') is odd, if and only if every factor is odd. 
i-ı ı- o 

This is evident, because every factor is the sum of an odd number of odd 

terms. It follows, that all other even or odd numbers are not amicable ac­

cording to quality. 

The third kind, the amicable numbers according to quantity and 

quality, is defıned by lbn Fallfıs as those numbers, which possess the prop­

erties of the both preceding kinds. 55 This defınition means: 

Two numbers a,, a2 are called amicable according to quantity and 

quality, if a, is even, G0(aı) is odd, a2 is odd and G0 (a2) is even with 

G0 (a,)- a2 and G0 (a2)- a ,. Thus, one asks implicitely for pairs a, a2 of 

opposite parity with 

ı. a, - 2", a2 - (2k2 + ı)2 

or 

2. aı- 2"(2kı + ı)2 , a2 -(2~+ ı)• 

and G0(aı)- a2, G0 (a2) - aı. 

The fırst case is simple to exclude, since Kanold has proven, that two 
numbers s-p", t=q,mı. q .m 2 ... q,m,, p -F q; -Fqi can only be 
amicable, if s, t, n and some lll; are odd 56• From his proof it follows in-

;; ibid., f21 b, 10-12. 
56 Kanold, H.-J., "Über befreundete Zahlen. 1," Matlıematisclıe .Nachrichtnı, vol. g, 1953, 

pp. 243-248. 
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cidentally, that 2k, + ı in the second case can not be a power of 
a prime number. Hence, a pair of numbers with opposite parity can be 
arnİcable (this formulation is equivalent to lbn Fallus' arnİcable according 
to quantity and quality) only, if a 1 = 2°(2k1 + ı)• , a,- (2k, + ı)• and 
2k, + ı is not a power of prime number. 57 Such a pair is unknown until 
present, 58 but necessary conditions and lower bounds have been derived: 

Let a, = 2°(2k, + ı)' and a, = (2k, + ı)' be arnİcable numbers. Then 
the following is valid: 

ı. a 1 is neither a fourth power nor a quadruple or octuple of such 
a power. 

2. 2k1 + ı is not a square. 

3· If n = ı , we have a, < a, (a, a,) - ı; a, possesses at least fıve 

distinct prime factors, a 1 a, = 2(mod 24), a, > ıo6o. 

4· Ifn > ı,thena 1 < a.,(a,a,) >ı. 

5· If n> ı odd, then (2k 1 + ı, 3)- (2k, + 1,3), and there isa prime 
number q and m E IN with qml 2k, + ı and qm + 1 -t 2k

2 
+ ı and 

q = m = ı (mod 3). If m = 3(mod 4), there exists a prime number p, 
not necessarily distinct of q, and ı E IN with p1 1 2k

2 
+ ı and p 1 + 1 -t 

2k, + ı and 2p = ı = 2(mod 5) and 

57 After the completion of the manuscript I was able to consult the trearises Kanold, 
H.-J. , op. cit., and Gioia, A. A., A. M. Vaidya, "Amicable Numbers with Opposite Parity," 
American Matlıematical Monthly 74, vol. 8, ır;fı7 , p.p ~73> cited by Lee, E. J ., J. S. Mad­
achy, "The History and Discovery of Amicable Numbers"- Part I, Journal of R~CT~atwna/ 
Matlıematics 5, vol. 2, 1972, pp. 77"93· The survey of Lee and Madachy served as the basis 
for the considerations in the present paper about the structure of amicable numbers with 
diiTerent parity.The treatise of Gioia and Vaidya also proves, that amicable pairs of diiTer­
ent parity can only have the structure 2"(2k, + ı )•, (2k. + ı )•, 2k. + ı being a composed 
number. Some further propositions on the structure of 2k, + ı are also derived. The proof 
is independent of Kanold's paper, which gives a sharper result canceming the structure of 
2k. + ı. Note that Gioia's and Vaidya's paper operates with an incorrect statement of the 
delinition of amicable numbers. They require, that the sum of all positive divisors of one 
number is equal to the other number (p. 6g). 

SH According to Lee, E. J. , J. S. Madachy, op. cit. p. 84, the formula a, - 2"M', a, - N•, 
M, N odd numbers, was first given by Gmelin, 0., Über vo//Jcommnı~ ıınd befreıırıdeu -?,ah/.m, 
Diss., Hiedelberg, 1917, Halle/ S., 1917, but as a matter of fact its earliest occurence is in: 
Kanold, H.-J. , "Über befreundete Zahlen. II," MatlıematiscM Nachrichtnı, vol. ıo, 1953, pp. 
99- III, p. gg. 
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I o 
2k, + ı = 2k, + ı = - (n+ ı) G[ (2k, + ı) ] - o (mod 5). 

4 

6. If 2k, + ı = p', then n= ı , s > 6, p = ı (mod 12), the number 
of distinct prime factors of a, is greater than 24 anda, > ıo75. 59 

These results obtained by 2oıh century mathematicians show that the 
problem of fınding amicable numbers of the third kind could not be 
solved by medieval mathematicians. Thus this problem probably did not 
originate in a mathematical context. Since no other text is known to con­
tain this problem, an ultimate answer about its origin or its motivation 
cannot be given at this time. Isınail ibn Ihrahim ibn Fallus' way of ex­
pression, however, points at its possible origin in a philosophical back­
ground. 

59 ibid., pp. 99 - I I I ; Lee, E. J., J. S. Madachy, op. cil., p. 84. 
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IBN FALLÜS'UN ELEMANTER SAYI TEORiSi ÜZERİNE 
OLAN BİR YAZMASINDAKi İLK YEDi MÜKEMMEL 

SAYI VE DOST SAYlLARlN ÜÇ ÇEŞİTİ 

SONJA BRENTJES 

Türkçeye çeviren: MELEK DOSAY* 

Son zamanlarda yapılan bazı araştırmalar 9· yüzyıldan itibaren ele­
manter sayı teorisine İslam Dünyası bilim adamlannın yoğun bir ilgi 
gösterdiklerini ortaya koymaktadır. 1 Bu ilgi 8. yüzyıl sonlan ile 9· yüzyıl 
boyunca Euclid'in "Elementler" inin tercümesi ile başladı. 9· yüzyıl başla­
nnda Hablb ibn Bahıiz, Kindl tarafından şerhi yapılan Nicomachus of 
Gerasa'nın lntroductio Arithmeticae'sinin bir Süryani nüshasını tercüme etti. 2 

Yirmi, otuz yıl sonra Şahit ibn Kurra lntroductio Arithmaticainin tam met­
nini doğrudan doğruya Yunanca'dan Arapça'ya tercüme etti. 9· yüzyılda 
matematikçiler eski bilgilere zaten yeni neticeler eklemişlerdi. Elemanter 
sayı teorisi konusunda 9· yüzyılın en önemli incelemesi ~abit ibn ~urra 
tarafından yapılmıştı. Bu eser dost sayılann, mükemmel sayılaniı, fazlaiıktı 
(abundant) •• ve eksikli (deficient) ... sayılann yapısını bu konulara ilişkin 

• Yard. Doç. Dr., Ankara Üniversitesi, Dil ve Tarih-Coğrafya Fakültesi, Felsefe 
Bölümü, Bilim Tarihi Ana bilim dalı. 

•• Fazialıldı sayı: Tam bölenlerinin toplamı kendisinden büyük olan sayı. 
••• Eksiidi sayı : Tam bölenlerinin toplamı kendisinden küçük olan sayı. Aykut Göker 

"abundant" sayıyı "aşın sayı" , "deficient" sayıyı "özürlü sayı" olarak tercüme ediyor. Orta 
Çağda Fiı;ik Bilimleri, Edward Grant, çeviren: Aykut Göker, ıg86, s. 13. 

1 Matvievskaya, G.P., Uçmie o çisle na STednevekovom B/iı;nem i Srednem Vostoke, Taşkent 
ıg67; Matvievskaya, G.P. , "Materialy kistorii uçenija o çisle na srednevekovom Bliznem 
i Srednem Vostoke", lı;istorii tocnych nauk na STednevekovom Bliinem i Srednem Vostoke, Taşkent 

1972, s. 76-ı6g;Muzafarova, Ch. R., "Arifmerika Nikomacha v izlozenii Kutbaddina Şirazi", 
Mat. i metodika ee prepod., c. ı, Düşenbe 1974, s. 124-131i Muzafarova, Ch. R., "Arifmetiçes­
kie i teoretiko-çislovye aspekty knigi VII "Nacal" Evklida v izlozenii Kutbaddba Şirazi", Iss­
ledovaniJa po matematike, Düşenbe 1977, s. 79-84; Soussi, M., "Un texte d 'lbn al-Banni sur 
les nombres parfaits, abondants, deficients et amiables", International Congress of Mathe­
matical Sciences, Temmuz 14, ı975-Temmuz 20 1975, Hamdard National Foundation, Pa­
kistan 1975; Rashed, R., "Nombres arniables, parties aliquotes et nombres figuıis aux XIII 
erne et XIV erne siecles", Archievefor History of Exact Scimces, cilt 28, ıg83, s. 107-147· 

2 UB Halle S., Yb 5· 4°, ıb-54• yapraklar; aynca şuna da bakJnız: Steinschneider, 
M., Die Hebraeischm Uebersetzungm des Mitte/alters und die ]uden als Do/metscher, Berlin ı8g3, 

cilt 2, 320, s. 517. 
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Antik çağın mirasından üstün bir biçimde ele almaktadır. •••• ispat meto­
du Elementidin aritmetik kitaplanna dayanmakta,metodolojisi ise zaman 
zaman Introductio Arithmaticae'ye baş vurmaktadır. 3 Bazı bilim adamlan bu 
incelemenin muhtevasını hiç değilse ı 7. yüzyıla kadar taşıdılar. Orta Asya 
yazmalanndan kısa incelemelerin gösterdiği gibi, bu ilgi ıg. yüzyıla kadar 
devam etti. 4 Elemanter sayı teorisi konusunda yazan İslam Dünyası araştı­
rıcılarından en iyi bilinenler arasında Beyruni, 5 İbn Sina, 6 Abu'l Veffi, 7 

Kereci, 8 Kutbiddin Şirazi, 9 Kaşi 10 ve Resail İlıvan es-Seffi'nın 11 yazar veya 
yazarları, ve de Ablı Mansur ibn Tahir el-Bağdadi, 12 Kemaleddin Farisi, 13 

Abu S~ al-Kabisi 14 gibi başka yazarlar 15 da vardı. Bunların bazılan, me-

•••• Daffii ve Stroyls da şu makalelerinde aynı konuyu incelemekteler: İbn Sinii Doğu­
munun Bininci Yılı Annağanı, "lbn Sina as a mathematician", Ali A. Al-Daffa-John Stroyls, 
Ankara I g84, s. 79· 

3 Saidan, A.S., Arnicab/e Numbers by TJıahit ibn Qu"a. Arnman (Ürdün Üniversitesi Ya­
yını) I977· 

4 Örneğin Beyyan a•diid'de. Rukopis'nyj fond' AN Tacikskoy SSR, Düşenbe I2I3, 
335• yaprak; Mecmu e-ye risii/at. Aynı yerde yazma No. 3g6o, Mecmu a mii'il •Arabiya. Aynı 
ymit yaı:.ma No. 4410. 

5 Al-Birimi, Kitiib at-Tefhlm lı< avvii 'il sinif at at-Tancim, ed. J. Huma'i, Tahran I 3 I 9 
H., s. 33-55; Şuna da bakınız: Abii Reyhan Seyriini (913-1048), "Kniga vrazumlenija naçat­
kam nauki o zvesdach", lı:.hrannye proiı;vedmija VI. Taşkent I975• s. 38-50. 

6 İbn Sina, Eş-Şijil E/fen el-siini riyiiı:.iyiit, el-hisiib», ed. <A.L. Mazhar, Kahire I975· 
7 Abu'l-Vera el-Buzcani, Risii/e ji'l-aritmetilci, Rukopis'nyj fond' instituta vostokovede­

nija AN Uzbekskoj SSR, Taşkent, Ms 4750, 255b-257b yapraklar, şuna da bakınız: "Traktat 
Abu-1-Wafy ob osnovch opredelenijach tedretiçeskoj arifmetiki: Matvievskaya, G.P., Ch. 
Tllasev, Matematiçeskie rolcopisi uçenych Srednej Aı:.ii X. XVIII vv. Taşkent Ig8I, s. 63-76. 

8 A. Anbouba, L 'Algihre al-Badi c d'Al-Karaji, edisyon, sunuş ve notlar, Lübnan Üni­
versitesi yayınlanndan, Matematik incelemeleri Bölümü, Beyrut 1g64. 

9 Qutb ad-Din ash-Shirazi, Du"at at-tiıj lighu"at ad-Dibiiı; ed. Mashkiit, S. M., Tah-
ran 13I7-1320 H . 

10 Al-Kashi, Miftii~ al-~isab, ed. an-Nabulsi, N., Şam I977· 
11 Resiiii ihviin es-Safii, I3o6 H. 
12 Abii Mansur, Abd'l-Qahir ibn Tahir Al-Bağdadi, Al-Talcmila fi'llfisiib (Aritrnetiğin 

Tamamı), mesaha üzerine bir kısım ile, mukayeseli edisyonu ve şerhi A.S. Saidan tarafın­
dan yapılmıştır, Arap Yazmalan Enstitüsü Yayınlanndan, Kuveyt Ig85. 

13 Kamat ad-Din al-Fiirisi, Teı:.lcire el-ahbiib fi heyyan el-tahabb, R. Rashed, "Materiaux 
Pour l'Histoire de Nombres Arniabtes et de l'Analyse Combinatoire", Journal for the History 
of Arabic Science, cilt 6, Ig82, s. 209-278, 266-229 Arapça. 

14 Risii/e el-Kabisi fi cem• envii min el-a.diid, A. Anbouba, "Un Memoire d'al-Qabişi (4e 
siecle H.) sur certaines sommations numeriques", Journal for the History of Arabic Science, cilt 
6, Ig82, s. I8I-2o8, 20I-I87 Arapça. 

15 R. Rashed, "Nombres amiables, parties aliquetes et nombres figures aux xın•m• et 
xıvm• siecles", a.g.e., s. log dipnot ile mukayese ediniz. 
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sela Abu Mansur el-Bağdadi ve Kemaleddin Farisi matematik tarihçileri 
tarafından yeni baştan sayı teorisi çalışmalan açısından değerlendirilmeli­
dir. 16 Burada yazması özedenen İbn Fallus bu grubun bir üyesi olmakta­
dır. 

Ibn Fallus adıyla anılan Şemseddin Abu Tahir ibn İbrahim ibn Gazi 
ibn cAli ibn Muhammed el-Hanefi el-Mardini ı 194 ve 1252 yıllan arasın­
da yaşamıştır. Elemanter sayı teorisi 17 üzerine özet çalışması Mekke'ye bir 
yolculuğu sırasında yazılmıştır. 18 Yazar, Nicomachus'un Introductio Arith­
maticae'sinin,kendisinin temel kaynağı olduğunu söylemektedir. Nicomac­
hus'un sayıları sınıflamasında bu sayılann özelliklerinden büyük 
bölümünü ve felsefi temelini kabul etmekte, fakat bazı yeni sayı sınıflan 

ilave etmektedir. Nicomachus'un sayısal oran ve orantılar teorisini tartış­

maya girmiyor, fakat bu konuyu ayn bir eserde ele alacağına söz vermek­
tedir. 20 Gerçekte böyle bir eser yazıp yazmadığı belli değildir. 21 İbn Fal­
lus'un bu özetinde "Theologoumenates aritmetikes" anlamında sayı misti­
sizmine dair belirti yoktur. 22 Onun özeti İslami bir bağlam içinde bazı 
felsefi mülahazalarla kanşık saf bir matematik metnidir. 23 Bu inceleme, 
İbn Fallus'un tanımladığı yirmibeş çeşit sayının tertib edilmesi (oluşturul­
ması) prensiplerinin ve matematiksel özelliklerinin tavsitine hasr edilmiştir. 
Mamafi bütünlük eğilimi yazan bazı acayip problemleri ekleyerek mate-

16 a .g.e., s. 111 , 115, 122-147 ile mukayese ediniz. 
17 Şemseddin Abu Tahir İsma\1 ibn İbrahim ibn Gazi ibn <Ali el-Hanefi el-Miiridini, 

Kitah ı<dad el-israr F asrar al-a<dad, Staatsbibliothek, PreuBischer Kulturbe~itz, Berlin, yazma 
No. 5970, Lbg. 199, 15•-31• yapraklar; Dar al-Kutub, Kahire, Yazma No B 23317, 3, 62•-
72• yapraklar; yine Ayasofya, İstanbul, Yazma No 2761, 7, 

18 a.g.e., yazma No. 5970, Lbg. 199, 15b yaprak, 3· 
19 a.g.e., 15b yaprak, satır 11. 
20 a.g.e., ı 5b yaprak, satır 12. 
21 Sayı teorisi incelemesi dışında İsma<il ibn İbrahim ibn Fallus'un dört eseri daha 

vardır: 

- lrşad el-l:lussab fi'l -meftW:ı min <ilm el-l:ıisab 

- İn~ab el-ha br fi J.ıesab el-cebr 
- Mizan el-<ulüm fi taJ.ıkik el-ma<lum 

- El-~alaJ.ıa fi a<maı el-mesaJ.ıa. 
Bakınız, Matvievskaya, G.P., Rosenfeld, B.A., Mainnaliki i aslronomy musul'manslwgosred­

nevekov'ja i ich lrudy (VIII-XVII vv), Moskova, 1g83, cilt 2, No 359, s. 381. 
22 Sezgin 'in bu konuyla ilgili varsayımına bakınız: Sezgin, F., Geschichte des Arahiseken 

Schrij llums, cilt 5, Matematik, Leiden 1974, s. 165 dipnot. 
23 İsma11 ibn İbrahim ibn Fallus, a.g.e., yazma No. 5970, Lbg. 199, örneğin 25• yap­

rak, 15-22• yaprak, 9· 
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matik sahasını terk etmeye teşvik etmiş görünmektedir. Yazann kendisi­
nin, formüllendirilmeleri için matematiksel kurallann bulunmadığını ifade 
ettiği "düşman sayılar" bunun bir örneğidir. 24 Yine bile, bu çeşit sayılar 
diğer araştıncılar tarafından da nakledilmiş gibi görünmektedir, çünkü 
Hacı Halife Keşf el .(unun \ında buna referans yapmaktadır: 

-..,.ıl,.> 'YI ö _?i; J .:.r.:ı f ~WIJ ~\.:.d.\ ~~~'YI ı...f'ly tr-J ... .. ı...f'lfll ~ '' 

25 ''. yb-..::!1 01.:.! J 
"Özel hususiyeder bilimi ... Bunlar arasında Teı:.kire el-Ahbô.b fi-beyô.n et­

Tahô.b'da açıklandığı gibi dost ve düşman sayılann özellikleri vardır." 

Hacı Halife tarafından söz konusu edilen kitap Kemaleddin Farisi'nin 
aynı isimli eseri olabilir. 26 Farisi'nin kitabında matematiksel araştırma 

yönünde düşman sayılara dair en küçük bir iz yoktur. Mamafi böyle bir 
başlığa sahip başka hiç bir eseri ben bilmiyorum. 

İbn Fallfıs'un metni dört kısımdan oluşur; konuyu takdim, sayılar bi­
liminin prensipleri ve özellikleri ve sayılann sınıflan, bunlann adlan ve 
esas olarak cebir sahasında ve özellikle de ikinci derece denklemlerin 
çözümlerine hasr edilen 25 propozisyonun kurulması için kurallar hakkın­
da üç bölüm. Yazar bu propozisyonlara geometrik prensipler ve genel teo­
remler demektedir ki, bunlan giriş bölümünde matematik kitaplanna 
göre, üçüncü bölümde ise geometri kitaplanna göre almaktadır. 27 Bu teo­
remlerin yazann cebir eseri 28 ile mukayesesİ ilkin Kereci ve Ömer IJay­
yam'ın cebir eserlerinin bu üçüncü bölüm için ana kaynaklar olduğunu 
akla getirmektedir. Bu bölüm (a + b)• yi çözmek için farklı değişkenleri, 

(a + b)3 ün hesaplanmasını, başka birkaç propozisyon ve yirmialtıncı teo-

b. k 1 k b' k 1 · · (n) n- (k-ı) (k" ) r ··1 .... reme ır e o ara ınom atsayı arı ıçın k = k -ı ıormu unun 

sözel biçimini ihtiva etmektedir. 29 

Bilinen üç yazmadan birini yazan Ahmed ibn ei-Şiı-azi ilk defa İbn 
ei-Hey~em tarafından formüle edilmiş gibi görünen ve Wilson teoremi de-

2
• a.g.e., 2ı• yaprak, ı4-22• yaprak, 4· 

25 Kati b Çelebi, Keif el-<; unun, Maarif Matbaası, ci lt ı, Istanbul ı94ı, kolon 725 
26 Dipnot ı3 ile karşılaştınruz. 
27 İsma'il ibn İbrahim ibn Fallus, a.g.e., ı6b yaprak, 6 satır. 
28 a.g.e., 25b yaprak, ı ı. 
29 a.g.e., 25b yaprak, ıs-26b yaprak, 3 ve 28• yaprak, ı2-28b yaprak, 4· 
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nilen teorem ile ilişkili bir başka problemi metne eklemiştir. Ahmed ibn, 
el-Şirazi bu problemin sözel biçimde genel çözümünü vermiştir. 30 

İkinci bölüm ün I I. ve I 3· kısımlan mükemmel ve tam sayılardır. 
Dost sayılar üç çeşite aynlmıştır: Niceliğe göre dost sayılar, niteliğe göre 
dost sayılar ve niceliğe ve niteliğe göre dost sayılar. Metinde, aşağı yukan 
bütün çeşitlerden on genel örnek ihtiva eden bir çizelge bulunmaktadır. 
İkinci ve üçüncü çeşit dost sayılann, düşman sayılann ve tahta (board)*, 
tuğla (brick) •• ve kuyu (well) ••• sayılar denen üç boyutlu sayılann üç 
özel tipi için örnek yoktur. 31 Çizelge normal dost sayılardan sadece ilk 
220, 284 çiftini vermektedir. Mükemmel sayılar kolonunda on örnek bu­
lunmakta, 32 bunlann yedisi mükemmel sayılar (yazann hatalan ve önem­
siz hesap yanlışianna bakmayarak): 6, 28, 496, 8 I 28, 33 33 550 336, 8 589 
86g o56, 34 I37 438 6gi 328. Böylece İsmail ibn İbrahim İbn Fallus'un 
eseri son zamanlarda bilinen, 5., 6. ve 7· mükemmel sayılann en erken 
ifadesini ihtiva etmektedir. Hiç değilse yanm yüzyıl sonra (I 292 ve I 3o6 
arası) Ku~beddln Şirazi matematik bölümünde, 5· ve 6. mükemmel sayıla­
no bulunduğu ansiklopedisini ortaya koymuştur. 35 İbn Fallus'un mükem­
mel sayılar hesabı esas olarak Euclid'in IX. kitabının 36. teoremindeki ku­
rala tekabül etmektedir.36 Abu Mansur Bağdadi (ıo37)'nin El-Tekmile fi'l-

• Board number: a.b.c., a # b # c. 
•• Brick number: a• . b, a < b. 

••• Well number: a• . b, a > b. 
30 a.g.e., 28b yaprak, haşiye. 
3' Örneğin bakınız: Nicomachi Geraseni Pythagorei lntroduclionis Arilmeticae Libri ll, Rec. 

R. Hoche, Lipsiae ı9ı3, II, ı7,6. 
32 İsma11 ibn İbrahim ibn Fallus, a.g.e., 29• yaprak, satır 17. 
33 Yazmada 68ı28 dir, bunun aşikar nedeni ı 130 8ı6 yı izleyen sayının son rakamı­

nın iki defa yazılmış olmasıdır. ı 130 8ı6 dan başka listede bulunan altıncı (4 og6 128) ve 
on uncu (35 ı84 367 894 538) sayılan tnükemmel değildir. 

3< y azmada 8 58g 866 056 dır. 
35 Muzafarova, Ch. R., "O Matematiçeskich Glavach Enciklopediç..!skogo Proizvedeni­

ja "Durra at-tadz li gurra-at-dibadz" (2emçuzina korony dlja ukrasenija dibadia) Kurbaddi­
na Şirazi . 

Uçmie Zapis/ci Trudy Mechaniko-Matemaliçeskogo faku/'teta, cilt ı, Düşenbe ı970, s. 85-93, 
92; mamafi makale iki hata ihtiva etmektedir: İlki, beşinci mükemmel sayı 33 550 366 de­
ğil 33 550 336 dır. İkincisi, bu sayı n - ı6 için sonuç vermez, n - 12 için verir. Kurbed­
din el-Şiriizi MuzaCarova tarafından söz edilmeyen altıncı mükemmel sayıyı da verdiğinden, 
o açıkça iki mükemmel sayıyı kanştırmıştır,çünkü altıncı mükemmel sayı n - ı6 için sonuç 
vermektedir. 

36 İsma11 ibn İbrahim ibn Fallus, a.g.e., 2ob-2ı• yapraklar. 
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l}esô.b adlı kitabı mükemmel sayılar hakkında ilginç bir ifade ihtiva etmek­
tedir. Bağdadi on'un her kuvvetinde bir mükemmel sayı vardır şeklindeki 
eski çağa ait kabulü reddetmekte ve onbin ile yüzbin arasında bu tür bir 
sayı olmadığını bildirmektedir: 

ö? 0:! t....,; u--:1 ~ı' r\.j ..t>-1J .)..,l&. .).#1 if ..w. ,y ~ : Jl.i if ~..li)'' 
37 ". r\.j .)~ : ._.o.Ji 4!. J J~l 

"O şöyle dedi: On'un her kuvvetinde bir sayının mükemmel olması 
yanlıştır, çünkü onbin ile yüzbin arasında mükemmel sayı yoktur." 

Muhtemelen hiç değilse 5· mükemmel sayı İbn FalHis'dan önce bili­
niyordu. Dost sayılara ilişkin olarak İbn Fallus sadece ilk çeşit, yani niceli­
ğe göre dost sayılann oluşturulması kuralını vermektedir. Bu ilk çeşit dost 
sayılar, diğer metinlerde geçen, yalnız ve yalnızca G0 (a,) =a., G0 (a,) = a, 
ise a, ve a, nin dost sayılar olması koşuluyla belirlenmiş alışılmış dost sa­
yılardır, burada Go (n) n'nin tam bölenlerinin toplamını göstermektedir. 
Bu tanım yalnızca Ortaçağ İslam Dünyası araştıncılan tarafından kullanıl­
mış gibi görünmektedir. Bu şu ifadeye denktir: 

Eğer ve yalnızca eğer G (a,) = G(a,) = a, + a, ise a., a, dost sayılar­
dır, burada G (n) n'nin bütün bölenlerinin toplamını göstermektedir. Bu 
Şahit ibn ~urra tarafından keşfedilmiş ve yukarda sözü edilen eserinin so­
nunda ifade edilmiştir. 38 İbn Fallus birinci çeşit dost sayılar için kuralı 
aşağıdaki şekilde açıklamıştır: 

J~ ~1 ~ ~~ i Wl ~'""jJ ~ ~ ~Wl .)\~ ~\ rJ r- .:.Jl!ll c_ _,.;.ll \...IJ '' 

?-~\ ~~)L..... L...y:.- ..t>-\) y i~ ı J ~) L,a.;t; ?-~\) l..lllj ,J- .)..W\ ..t>-1 J ~ 

.)\~ ~\ if U.~ y J _?-~\ ~ ~JL..... l...y:.- ..t>-\J § i;ı:-1 Jl.i ~At J ~ ~ • j!..e 

37 Abü Mansür, Abd'l-Kahir İbn Tahir al-Bağdadi, a.g.e., s. 227. 

38 c? ~.) ..:....;t) l.l .J5"" ~.) ~ J y ..t>-\J j>J ~ j>:" y i.>\ bl ...;\) '' 

''· ~ ~ .:.r-:ı...WI ~.i 
Saidan, A.S., a.g.e., s. 53· 
İki (sayıdan) her birinin her (böleni) alınırsa ve (sayılann) her birinin bütün bu 

(bölenleri) toplanırsa, bunlann toplamı bu iki sayının toplamına eşittir. 
Şuna da bakınız: B.A. Rosenfeld, "Sabit ibn Korra, Matematiçeskie traktaty", Na11f71oe 

Naskdstvo, cilt 8, Moskova ıg84, s. ı26. 
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~ ~_;>-1 ~ L......:.. \.;...,.:WJ ~_;>-1 ~Li ::>j JJI j..a>- 0li W 0\.ı ~~~ 

Jl!ll e_;..:-; (0:!l>.:il JJI efi ::.1~~1 _;>-1-) twı {_;>-~\-) \..."-4>-1 y~ 0~JI 

,f ~1 -*' J..a>- w ;;,\~ ~1 _;>-1 -) twı y _ra; J ? ~ı ~ c.J J ~1 ..4>-l ö::.4y. 

39 ". ~lr)l ~ Jl ~ .,Yy 1~ ~ J Jl!ll :..Wl efi A.ıl>.:il JJI ~ o-4_.? 0:!l>.:il 

"Onüçüncü sınıf yani dost sayılar, üç alt sınıftan ibarettir. (Birinci çe­
şit) niceliğe göre dost sayılar (yani) iki sayının biri fazlahldı ve diğeri ek­
siklidir. Bu iki (sayının) her birinin bölenleri (toplamı) diğer (sayı) niceliğe 
eşittir, 220 ve 284 gibi, çünkü bunların her birinin bölenleri (toplamı) di­
ğerinin niceliğine eşittir. Bunlar satranç tahtası sayılarından (aşağıdaki bi­
çimde) ortaya çıkmaktadır: Biz bunlan toplarız. Eğer bir asal sayı çıkarsa, 
(toplanan sayılann) sonuncuyu (toplama) ekleriz ve aynı sayıdan (toplanan 
sayılann) sonuncusundan bir önce gelen (sayıyı) çıkannz. (Eğer) iki asal 
sayı çıkarsa, bunlan çarpanz ve sonucu (toplanan) sayılann sonuncusu ile 
çarpanz. Böylece iki dost (sayıdan) ilki elde edilmiş olur. Bundan sonra 
iki asal sayının ilki diğerine eklenerek ve sonuç (eklenen) sayılann sonun­
cusu ile çarpılarak ikinci dost sayı bulunur. (Çarpım) iki dost sayı arasın­
daki farktır. Bunu ilk dost sayıya eklersiniz ve ikinci dost sayı elde edilir. 
Bu şekilde sonsuz sayıda dost sayı oluşturulur." 

Yukarda sözü edilen satranç tahtası sayılan çift sayıda çift sayı olarak 
da adlandınlır, 40 yani ikinin kuvvetleri. İbn FallOs'un tavsif ettiği süreç 
şöyledir: 

n n n 
E• ~ k n + ı al · p ~ k + n p ~ k n-ı d' ger"" 2 = 2 - ı as ıse, ı: - "" 2 2 ve ,: - "" 2 -2 ır. 

o o o 

Eğer Pı ve P, asal ise ilk dost sayı a ı : - Pı·P;2n dir. İkinci dost sayı, her 

iki dost sayı arasındaki (p ı + p,) 20 farkı aı: a, = (P ı + P 2 ) 2n + aı 'e ek­
lendiğinde elde edilir. 

Bu kural R. Rashed'e göre, 41 cA.L. M~har'ın neşrettiği metni düzel­
tildikten sonra İbn Sina'nın Kitô.b el-Şifli'sında verdiği kurala tekabül et-

39 İsma~l ibn Ihrahim ibn Falliis, a.g.e., 21• yaprak, 14·21• yaprak, 8. 
40 a.g.e. , ı8b yaprak, 7· satır. 
41 R . Rashed, "Nombres Amiables, Parties Aliquotes et Nombres figures aux Xlllem• 

et xıv<m• sieclen, a.g.e., s. ı ı6, dipnot go•. 
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mektedir. 42 Mamafı, Rashed kafasındaki tashihi açıklamamıştır. Bence, 
pasajın başlangıcındaki son ek huma ikil şahıs zamirinin anlamı açıklık 

kazandıktan sonra metin herhangi bir aşikar tashihe muhtaç değildir. Hiç 
şüphesiz İbn Sina 2" + ı -ı in daima asal olmadığını biliyordu. Böylece, 
çoğul (ha) yerine ikil (huma)'nın kullanılması zorunludur ve bu, İbn 
Sina'nın az önceki metninde söz edilen 220, 284 örneğine işaret etmesi 
demektir. Bu durumda n = 2 dir ve bu nedenle ilk iki çift sayı 2 ve 4,ı'e 
eklenmiştir. Sonuç bir asal sayıdır. Böylece, R. Rashed'in yorumu İbn Si­
na'nın 2n+ı -ı, n = 1,2, ... , asal olma genel koşulunu ifade etmediği, fa­
kat sadece P ı ve P. nin asallığını ifade ettiği anlamında tadil edilmek zo­
rundadır. İbn Sina'nın kuralının buna ek biçimi sadece muhtevada değil, 
ifadesinin genel geçerliği bakımından da İbn Fallus'un kuralı ile uyuş­
maktadır, fakat İbn Fallus kuralın ilk kısmında n - 2 koşuluna kısıtlama­
yı tekrarlamamaktadır. Eğer İbn Sina'nın ifadesinde tashih edilecek bir 
şey varsa, ikinci şahıs ikil zamirinden kaçınılmalıdır, yani calaihima yerine 
calaiha veya calaihi okunmalıdır.Mamafı, bu tashih metnin anlamını çok 
önemsiz bir biçimde etkilemektedir. İbn Sina şöyle yazmıştır: 

bl 0~ 0i .k ..,.:.ı J} .)...lç. ~lt ~ ~l_,liJ (.J)I (Jj .)l...lç.i ı..:-r. l.)lJ " 

43 .:r.)} 0l..a.A:JI ..I.Aı &Ll) Ö.)4)1 ..I.Aı &Ll 0\S' ...w ~lll p) V. _,..:-1 ~ ~j 
~ ..:..\s. ~1 _,..:-1 ı.) ~1 L. ..,.., ? { d" _,ili &Ll ı.) ~ ~)1 &Ll ..,.., ~ 
~? .:..1-Jç .lll Ja.il:.liJ .ISI)\ t~ Ö.)4j ıY 0 ~ ~lll .)..ı.JI ~) ' ~ ..ı .)...lç. 

44 ". 0~l>...:... ~) ~ ..ı ~lll '1 Ji .) ~_,ll .)..ı.JI ~ ..:..\s. ~1 _,..:-1 ı.) 

"Eğer çift sayıların çift katlan toplanırsa ve bunlann ikisine bir (sayısı) 
eklenirse bir asal sayı çıkar. Eğer (toplanan çift sayıların çift kadarının) so­
nuncusu toplama, yani 6 + ı'e eklenirse (yani 2 + 4 + ı ya da 7 asal sa­
yısına) ve sondan bir önceki sayı çıkartılırsa (ve) eğer (toplam) ve (fark) iki 
asal sayı ise (toplamın), (farkın) ve (toplanmış) sayıların sonuncusunun 

42 Rashed şöyle yazmakta: Bu edisyonun okunması düzeltilirse İbn Sina'nın metni da­
ha aydınlaucı olur ve şöyle çevrilir: 

dır. 
Eğer (2"+' -ı}, P •. , P. asal ise, 2"P •. ,P" ve 2" (P •. , + P. + P •. ,P.) - 2"q. dost sayılar-

Burada onun kısaltmalan şu anlama gelmektedir: 
P •. ,- 3-2•·• -ı, P.- 3-2" -ı, q.- g.2••·• -ı. 
a.g.e., s. ı ı ı ve ıı6, dipnot go• ile karşılaşunnız. 
43 Burada avvaliyan şekli avvalain biçimine değişmiştir. 
« Ibn Sina, a.g.e., s. 28, 15-20. 



IBN FALLOS VE MÜKEMMEL VE DOST SAYlLAR 493 

çarpımı bir dost sayı verir. Bunun dostu olan sayı, toplanan (sayıların) so­
nuncusu ile çarpılmış olan söz konusu edilen toplam ve farkın toplamının 
önce bulunan dost sayıya eklenmesiyle bulunur. Bu ikisi dost (sayılar)dır. " 

İbn Sina'nın kuralının bu okunuş ve yorumlanış şekli İbn Fallus'un 
2n+ı -ı genel asallık koşulunu nasıl geliştirebitmiş olduğunu izahsız bırak­
maktadır. Şahit ibn ~urra'nın 2n+ ı (2n+ı + 2°-2 ) -ı kuralının yerine 2n+ ı 

-ı 'in seçilmesi için bir argümen ihtiva eden bir metin ben bilmiyorum. 
Mamafi bu adımı hipotetik olarak yeniden kurabilecek bazı ipuçları var­
dır. İlki , İbn Sina'nın n - 3 için kuralının kontrolu, P, ve P, asal sayılar 
olmasına rağmen a , ve a,'nin dost sayılar olmadığını ve n - 2 durumun­
dakinin tersine, 24 -ı - ıs in asal olmadığını göstermektedir. İkinci ola­
rak, n = 4 durumuna devam etme P" P, ve 25 -ı = 3ı'nin asal sayı ve 
a, ve a,'yi dost sayılar olarak verir. ]. Hogendijk'in Şahit ibn ~urra'nın 

dost sayılar üzerine olan eserinin inandıncı yorumuna göre, Şahit ibn 
~urra bu dost sayı çiftini zaten biliyordu, çünkü onun genel kural için is­
patı n - 4 durumu için ifade edilmişti. 45 Buradan, İbn Fallus'un İbn 
Sina'nın kuralını alışılmadık bir biçimiyle aldığı sonucunu çıkarmak 

mümkün olabilir. Üçüncüsü, diğer yazariann eserleri Şahit ibn ~urra'nın 
kuralının aynıyla nakledildiğini göstermektedir. Yine de, bilinen metinle­
rio büyük çoğunluğu temel olarak İbn Sina'yı izlemektedir. 46 İbn Fal-

45 Hogendijk, J.P. , "Thabit ibn Qurra and the Pair of Amicable Numbers ı72g6, 
ı84ı6", Histona Matlınnatica, cilt ı2, ıg85, s. 26g-273. 

46 AI-Kabişi Şahit ibn ~urra tarafından verilen biçimde Şahit kuralını kullanmaktadır : 
Eğer P, - 2"+' -ı + 2", P, - 2n+ ı -ı -2""' ve P

3 
- 2n+ ı (2"+1 + 2""2

) -ı asal sayılar ise, 
2"P,P, ve 2"P

3 
dost sayılardır, bir cümle mevcut tek yazmada kayıp olmasına rağmen "Ri­

sale ei-Kibişi fi cem c envac min el-acdad", a.g.e., s. ı92-ı9ı (Arapça) 

Kereci cebir eseri el-Badt'in bir bölümünde kaynağına atıf yapmaksızın nispeten geniş 
bir biçimde Şabit ibn ~urra'nın metnini özetlemektedir. Dost sayılar için Şabit ibn ~ur­

ra' nın kuralının şu uyarlamasını kullanmaktadır: 

a, - P, P,2", a, - [ (2"+')' + ı /8 (2"+ ')' - ı J 2", P, P, Şabi t ibn ~urra tarafından 
tanımlandığı şekilde asal sayılardır, ve [(2"+')' + ı /8 (2"+')' -ı )] asal sayıdır. "L'Algebre al­
Badic d'Al-Karagi", a.g.e., s. 27. 

Abu Mansur ei-Bağdadi temel olarak İbn Sina'nın uyarlamasına benzer, P, ve P, asal 
sayılannın ardıl tavsifı olan kuralı sunmuştur: 

- İlk adım : 2' + ı - 5 bir asal sayıdır, 
5.2 + ı - ı ı bir asal sayıdır, 

ı ı - 2' bir asal sayıdır, yani 2"+' -ı in asal olup olmadığını kontrol etmektedir; 

11 .5.2' - 220 ilk dost sayı ve (5 + ı ı )·2' + 220 - 284 de ikinci dost 
sayı dır; 
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lus'dan önce yaşamış ve dost sayılar kuralını İbn Sina'nınkine benzer bi­
çimde ifade etmiş bilinen tek araştıncı Abu Mansur el-Bağdadi'dir. 47 

-İkinci adım: Yeni bir çift dost sayı araştırma 2.ı ı +ı, 2.5 +ı, 2.ıı + ı-23, 2.5 +ı-23 . 

Bu dört sayının asal olup olmadıklannı dener, eğer değillerse, bu adım yeni bir çift 
dost sayı vermez ve yeniden hesaplar: 

2P, + ı , 2P, + ı ve bunlann asal olup olmadıklannı dener. 
2"+' -ı ve 2•·• -ı asal sayılar koşulu kayıp . Eğer n-inci adımda 2P, + ı ve 2P, + ı 

asal sayılar ise ilk dost sayı (2P, + ı) (2P, +ı)· 2" dir. 
Abu Mansur Abd'l-Kahir İbn Tahir el -Bağdadi, a.g.e., s. 230-23ı. 
Al-Fansi, Şabit İbn ~urra'nın kuralının bir uyarlamasını tavsif etmektedir: 

q , - 2" + 2•·• -ı , q, - 3.2" -ı , q,q, - q3, q , + q, + q3 - ~; eğer q, q, Vf! q4 

asal ise 2"q3 ve 2"~ dost sayılardır. 

Bakınız : R. Rashed, "Materiaux Pour l'Historie des Nombres Amiables et de I'Analy­
se Combinatoire", a.g.e., s. 265; 'Zeyneddin el-Tanuhi (ı307) Kereci gibi aynı kuralı ifade 
etmektedir, mamafi metin, Sabit ibn ~urra tarafından tanımlanan p, : p, p, için, ve Kereci 
tarafından tanımlanan p3 iÇin koşulun genel ifadesini atlamaktadır. Eğer bu üç sayı asal 
ise, 2"P,P, ve 2"P3 dost sayılardır. P.'nin bulunmayışı 220,284 örneğini izleyerek çıkanlabi­
lir. a.g.e., s. 228 ile karşılaştınnız. 

Mu~ammed Bekir al-Yezdi aşağıdaki kuralı ifade etmf!ktedir: 

q,- (3/2).2" -ı - 2" + 2n-ı -ı, q,- 3 . 2" -ı - 2" + 2n+ ı -ı, q3 - q,q., q
4

- q, 
+ q, + q3. Rashed tarafından telif edildiği gibi AI-Yezdi'nin genel ifadesinin bir hata içer­
diğine dikkat ediniz, çünkü o, q ,' i 2" -ı olarak tanımlamaktadır. Fakat q, 'i yukandaki 
örnekteki gibi vermekte. Onun genel kuralı şöyle devam etmektedir: 

Eğer q , q, ve q
4 

asal sayılar ise, 2"q3 ve 2"(q, + q, +q3) dost sayılardır. a.g.e., s. 226 
ile mukayese ediniz. 

lbn Haydar (ölm. ı4ı3) lbn al-Bannacnın "Telhis acınal el-~esab" adlı eseri üzerine 
yaptığı şerhde 220,284 örneğine ilişkin kuralı vermektedir: 

P, P, Şahit ibn ~urra tarafından yapıldığı gibi tanımlanmıştır, eğer bunlar asal ise, 
o halde 2"P,P, aranan sayılann ilkidir. Eğer P3-(2"+' + ı /4.2") . 2•+• -ı asal ise, o halde 
P32" ikinci aranan sayıdır. Bakınız; a.g.e., s. 2ı7. 

M. Soussi'nin lbn al-Banna'ya atfettiği , fakat Rashed'e göre muhtemelen bir şerhçi ta­
rafından yazılmış bir eserde bu kural Şahit ibn ~urra'nın orijinal biçiminde tekrar ortaya 
çıkmaktadır. Mamafi metnin yazan yanlış olarak P, ve P, sayılannın her biri yerine 2" nin 
P,·P, çarpanının asallığını istemektedir. Bu isteği ve 220,284 ve ı7296, ı84ı6 örnekleri ara­
sındaki çelişkiyi kendi hatasını farketmeksizin ifade etmektedir. Bakınız; M. Soussi, a.g.e., s. 
4-7. Soussi'nin Şahit ibn ~urra kuralı formülleri iki yanlışlık ihtiva etmektedir (s.ı3): 

c - 9. 2•· • -ı yerine c - 9·2••·• -ı olarak okur. Şahit'in kuralı bu metinde verilen 
kuraldan daha basit değildir, fakat bu iki kural eşdeğerdir. Bu gerçeğe zaten Borho tarafın­
dan dikkat çekilmişti . Bakınız; W. Borho, "Befreundete Zahlen. Ein Zweitausend Jahre Al­
tes Thema aus der Elementaren Zahlentheorie", Lebendige :(_ahim. Matnnatischt Miniaturm, 
cil t I, Basel ı gS ı, s. 30. 

Öte yandan Kutbeddin Şirazi bu kuralı İbn Fallus gibi aynı biçimde nakieder. Bakı­
nız; Ch. R. Muzafarova, "Arifmatika Nikomacha v Izlozenii Kutbaddina Şirazi", a.g.e., s. 
ı29 -

47 Dipnot 46 daki Al-Bağdadi' nin kuralının tavsiline bakınız. 
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Dördüncü olarak, Sabit ibn ~urra'nın eserinin Paris nüshasından farklı 

olan Ayasofya nüshası başka bir ipucu vermektedir. 48 Aya Sofya yazma­
sında sadece P P ve P · ~ 2n+ı (2n+ı + 2".2) -ı'in deg-il bir Z = 2n+ı ., 2 3. , 

-ı sayısının da asal olması istenmektedir. 49 Hogendijk'in yukarda söz ko­
nusu edilen yorumuna dayanarak P, ve P2 için asallık koşulunda bu şekil­
de Z'nin işe karışması Z - 31 iken n = 4 belirli durumunun bir yansı­
ması olarak da açıklanabilir. Sabit ibn Kurra'nın P, ve P2 için asallık ko­
şulu genel duruma işaret ettiğinden, 50 Z;nin kabulü de genel bir koşul ol­
ma görünümündedir. İbn Sina'nın kuralını nakleden daha sonraki yazar­
lar Şahit ibn ~urra'nın eserinin Ayasofya nüshasına dayanarak 2n+ ı -ı , 

P, ve P2 için bu genel asallık koşulunu alabilirlerdi, halbuki P
3 

için koşul 
atlanmıştı , çünkü P

3 
artık kesin olarak hesaplanmıyordu. Bunlar yukarda 

ana hatları verilen düşünceler! e 2"+ ' -ı için genel asallık koşulunu kendi­
liğinden insanın aklına getirmiş olabilir. 

Hiç bir İslam araştineısı her iki kural arasındaki ilişkileri araştırmış 
görünmemektedir. Bu iki kuralın ortaya koyduğu dost sayı çiftleri arasın­
da yapılan bir mukayese her iki kuralın da n = 2 ve n = 4 için sonuç 
verdiğini, fakat sadece Sabit ibn ~urra'nın kuralının n ~ 7 için de dost 

48 Yazma 4830, Ayasofya, İstanbul , ı ıo•-ı2ı b yapraklar; bakınız ; A.S. Saidan, a.g.e. , s. 

so·s3· 
49 a.g.e., s. so. 
5() ~)/ \ .rJ. )1 )ı b..lç. (1.) .b ' c ' j ;ı \ ..lç. \ if ...L>-1) J'" .:ı tı 0 \.t '' 

;ı \ ..lç.)/ \ o~ (J~ L. J l ~?~.rJ. Jl ~ ~\ .:ı \ ..lç.)/\ \.;j)lf )/\ ) ' ...\.;) <.> lll ~ 

. (lll) J.IJI <~.;... 

ı y - . · 1\ . _ •• ( \ •) " .-»,cı.>.:ı..lç. ıY:, ~..., 

a.g.e., s. so ve S4· 
Bu pasajın İngilizce uyarlaması için Hogendijk'in tercümesini kullandım. J. Hogen­

dijk, "Thabit ibn Qurra and the Pair of Amicable Numbers 172g6, ı 84ı6" , a.g.e., s. 270. 
Mamafı Hogendijk'in Arapça metnin orijinal Z harfini yorumunu (x) işareti ile değiştirdim 
ve Hogendijk'in açıklamasını ( ... ) atiadım ve Saidan'ın dipnot ıo ve ı ı deki sayılannı ekle­
dim: 

" Eğer Z,H,T sayılannın her biri iki sayısı dışında bir asal sayı ise, bu durum bizim is­
tediğimizdir.Eğer değilse, kendisinden türetilecek sayılann asal olduğu belirli bir sayıya ula­
şıncayakadar sayı dizilerini açanz(ı ı ı)". 

"( ıo) yazma 2'de: ... H .T sayılan 
( ı ı ) yazma 2'de: ... bu iki sayı asaldırlar". 

Yazma 2 Paris yazmasıdır, yazma 24S7• Bibliotheque Nationale, ı 7ob·ı8ob yapraklar; 
Şabit ibn ~urra;a.g. e. , s. ı24 ile karşılaştınnız . 
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sayı çifti verdiğini göstermektedir. Borho'ya göre, 51 bu kural n ;;;ı: 20.000 
için başka bir çift (dost sayı) vermez. q - 2"+' -ı ve yukarda 2"+' (2"+' 
+ 2".2) -ı olarak verilen P 3 ile iki kural arasındaki ilişki şöyle ifade edile­
bilir: 

p3- g/8·(q + 1)2- ı/8. (gq2 + ı8q + ı). 

Kaçınılmaz olarak "q asaldır" ve "P3 asaldır" iddialan aşağıdaki 

örneklerle gösterildiği gibi bağımsızdır: n = 6 q = 127 asal, P3 - ı8.431 

-7.2633 

n= 8 q = 51 I= 7.73,P3 =294.91 ı asal. 

Sonsuz x değerleri için f (x) asal sayılannı veren hiç bir f ikinci derece 
polinomu bilinmemektedir. 52 a, - 2"P,P2 ve a2 - 2"P3 sayılannın P, P2 
ve P 3 asal iken dost sayılar olması aşağıdaki sonuçlan vermektedir: 

-Eğer a, ve a2 dost sayılar ise, G (a,) - G(a2) olması P3 - (P, + ı) 

(P2 +ı) -ı asal ve P, ve P2 keyfi asal sayılar iken geçerlidir; 

-Eğer a, ve a2 dost sayılar ise ister 2"+' -ı bir asal sayı olsun ister 
olmasın G(a,) - G(a2) doğrudur, yani 2"+' -ı için asallık koşulu dikkate 
alınmamıştır; 

-a, ve a, dost sayılannın P, ve P2 asallannın yapısı, a, ve a2 dost sa­
yılan için geçerli olmak zorunda olan 2"P,P2 + 2"P3 - G(2"P3) denk­
lemine dayanmaktadır. 

P3 ve P, P2 arasındaki yukarda verilen ilişkiyi kullanarak 2"P,P2 + 
2"P3 - G(2"P3) denklemi (P, + ı) (P2 + ı)/P, + P2 + 2 = 2" sonucunu 
verir. 

Eğer a, - 2"P,P2 ve a2 - 2"P
3 

dost sayılar ise üç asal sayının en 
küçüğü 2'den büyüktür. Böylece P, + ı - 2k, P2 + ı - 2k2, k,<~ ya­
zabiliriz. 

4-k, ~/ 2(k, + ~) - 2" elde ederiz. 

k, - 2n-ı-k (2k + ı) ve ~ - 2"·' (2k + ı) ve o<k<n ile üç asal sayının 
aşağıdaki yapısı elde edilir: 

P,- 2n·k (2k + ı) -ı 

p2- 2" (2k +ı) -ı 

P
3 
-(P, +ı) (P2 + ı) -ı - 22n-k (2k + ı)2 -ı. 

~~ W. Borho, a.g.e., s. 14. 
~2 Bu bilgi için Dr. O. Neumann'a minnettanm. 
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Bu sonuç, yukarda verilen tipteki bütün dost sayılar için, yani a, -
2nP,P, ve a,= 2"P

3 
tipleri için Euler kuralına eşdeğerdir. k = ı için Şahit 

ibn ~urra'nın kuralının eşdeğeri bir uyarlama elde edilir. 

İbn Falilis ikinci tür dost sayıları şöyle tavsif etmektedir: 

_r'-'11 0~) b) ojl_.r.-1 0~J ~ Jj.:.;.. ~..Wl ...l>-1 .)~ .)~ ~\ J ~L:...:I.I '' 

53 '', ~)j ojl_.r.-1 0~) b) 

"Eğer iki sayıdan biri çift ve bölenleri tek ise ve de diğeri (sayı) tek ve 
bölenleri çift ise bunlar niteliğe göre dost (sayılar)dır." 

"Bölenleri" "bölenlerinin toplamı" olarak, yani sayının tam bölenleri­
nin toplamı olarak yorumlanması şartıyla bu ifade anlam doludur. Bu yo­
rum İbn Fallus'un eserinin ikinci bölümündeki fazlalıklı, eksikli ve niceli­
ğe göre dost sayılar tanımlarını ifade biçimi ile doğrulanmaktadır. Burada 
yazar ilk bölümdeki tanımiann tersine "bölenlerin toplamı" anlamında 

"bölenler" ifadesini kullanmaktadır. 54 Buradan, iki sayıya niteliğe göre 
dost sayılar denmektedir, 

eğer a, = 2k, ve G0 (a,) = 2m, + ı, 

a, = 2k, + ı ve G0 (a,) = 2m, , 

~' mi f IN, i= 1,2 ise. 

Metinde örnek verilmemiştir. Bununla beraber, sadece aşağıdaki sayı­
lann niteliğe göre dost sayılar olduğunu göstermek kolaydır: 

a,: 2n, (2k,)2
, 2n(2k.}", 2n(2k, +ı)" 

a, : (2k2 + ı)• , 

n, k, k, f IN. 
(2k,)2 ve 2n (2k,)2

, 2n ya da 2n (2k, + ı)2 nin özel durumlanndan başka 
birşey değildir. a, = 2n aşikar olarak koşullan sağlamaktadır. 

Eğer ve yalnızca eğer G[(2 k, + ı)2 ] ve G[(2k2 + ı)•] tek ise a,-2n 
(2 k,+ 1)2 ve a2 =(2 k2 +ı)" bunları sağlar. 

53 İsma"iı ibn İbrahim ibn Fallüs, a.g.e., 2ıb yaprak, 9· satır. 
54 a.g.e., 17b yaprak, ı-5 . 
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2k + ı = P,''. P/ ' ..... P,'' asal sayı olsun, P; le- Pi le- 2, \.1- ;j f { ı , ... ,t }. 

-ır i 

Eğer ve sadece eğer her faktör tek ise G [ (2k + ı )> ı = n ( I P: ) tekdir. 
i - ı ı-o 

Bu apaçıktır, çünkü her faktör tek terimierin tek sayıda toplamıdır. Diğer 
bütün tek veya çift sayılar niteliğe göre dost sayı değildirler. 

Üçüncü çeşit olan, niceliğe ve niteliğe göre dost sayılar İbn Fallus ta­
rafından önceki iki çeşitin özelliklerine sahip sayılar olarak tanımlanmış­
tır. 55 

Bu tanım şu anlama gelmektedir: 

Eğer G0 (a,) = a, ve G0 (a,) = a, iken, a, çift, G0 (a.) tek ise; a, tek ve 
G

0
(a,) çift ise a, ve a, ye niceliğe ve niteliğe göre dost sayılar denir. Böyle­

ce, 

ı.a, = 2", a, = (2k, +ı)' ya da 

2.a, = 2" (2k, +ı)' , a, = (2k, +ı )' ve G
0
(a,) = a, G

0
(a,) = a, 

şeklindeki a., a, ters parite çiftleri tam olarak araştınlabilir. 

İlk durum bir tarafa bırakılacak kadar basittir, çünkü Kanold s, t, 
n ve m;, !erin tek olması halinde s= p", t = q, m'. q,m' ... q,m., p'i-q;'i-<t sayı­

lannın sadece dost olabileceklerini ispatlamıştır. 56 Bu ispattan ikinci du­
rumdaki 2k, + ı 'in bir asal sayının bir kuvveti olamayacağı tesadüfen çık­
maktadır. Buradan, ters pariteye sahip bir sayı çifti sadece eğer a, = 

2"(2k, + ı)', a, = (2k, + ı)' ve 2k, + ı bir asal sayının bir kuvveti değil­
se dost olabilir (bu formüllendirme lbn Fallus'un niceliğe ve niteliğe göre 
dost sa yılarına eşdeğerdir). 57 

55 a.g.t ., 2 ı b varak, ıo- ı2 . 
56 H.-J. Kanold, "Über Befreundete Zahlen", Mathmıatische Nachrichten, cilt 9, ı953 , s. 

243-248. 
57 Yazmayı incelerneyi bitirdikten sonra H.-J. Kanold'un adı geçen eserini ve A.A. 

Goia ve A.M. Vaidya'nın Amtrican Mathmıalica/ Monthlyhin cilt 8, 74· sayısında s. g6g-973 
de çıkan "Amicable Numbers with Opposite Parity" adlı yazısmı ve de Lee tarafından zikr 
edilen J.S. Madachy'nin Journal of Rtcrtaliıma/ Malhmıatics 5,2 ,ı 972 , s. 77-93'de çıkan "The 
History and Discovery of Amicable Numbers" adlı makalesini okudum. Lee ve Ma­
dachy 'nin incelemeleri bu makalede farklı pariteli dost sayılann yapısı hakkındaki düşünce­
ler için temel olma hizmetini görmüştür. Gioia ve Vaidya'nın eseri de farklı pariteli dost sa­
yı çiftlerinin sadece 2"(2k, + ı)• (2k2 + ı)•, 2k2 + ı yapısına sahip olabildiklerini göster-
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Zamanımıza kadar böyle bir çift bilinmemektedir, 58 fakat zorunlu ko­
şullar ve alt sınırlar ortaya konmuştur: 

a, - 2° (2k, + ı)• ve a, = (2k, + ı)• dost sayılar olsun. 

Şu aşağıdakiler geçerlidir: 

ı. a, bir tam sayının ne dördüncü bir kuvvetidir ne de dördüncü 
kuvvetinin dört ya da sekiz katıdır. 

2. 2k, + ı bir kare değildir. 

3· Eğer n = ı ise, a, < a., (a., a,) = ı olur; a, hiç değilse beş farklı 
asal faktöre sahiptir, a,a, = 2 (mod 24) . a, > ıd,o 

4· Eğer n > ı ise, a, < a,, (a.,a,) > ı dir. 

5· Eğer n > ı tek ise, (2k, + ı ,3) - (2k, + ı ,3), ve bir q asal sayısı 
olur. mfiN, qml2k2 + ı ve qm+ı-t2k, +ı ve q = m = ı (mod 3). Eğer 
m = 3 (mod 4) ise, q dan farklı olması zorunlu olmayan bir p asal sayısı 
mevcut olur, ve ifiN, p1l2k, + ı ve p1+'-t2k, + ı ve 2p= i = 2 (mod 5) 
ve 2k, + I= 2k, + I= ı/ 4 (n+ ı) G [(2k, + ı)' ) = o (mod s). 

6. Eğer 2k, + ı = p• ise, n = ı ,s> 6, p = ı (mod ı 2), a; nin farklı 
asal faktörlerinin sayısı 24' den büyüktür ve a, > ı o75, dir. 59 

Yirminci yüzyıl matematikçileri tarafından elde edilen bu sonuçlar, 
üçüncü çeşit dost sayılan bulma probleminin ortaçağ matematikçileri tara­
fından çözülemediğini göstermektedir. Böylece, bu problem muhtemelen 
matematiksel bir bağlamdan doğmamıştır. Bu problemi ihtiva eden başka 
bir metin bilinmediğinden, bunun menşei veya başkaları üzerinde etkisi 
hakkında son bir cevap bu dönemde verilememiştir. Mamafi, Isınail ibn 
Ihrahim ibn Fallı1s'un açıklama tarzı bunun muhtemel menşeine felsefi 
bir zeminde işaret etmektedir. 

mektedir. 2k, + ı yapısı üzerine daha başka önermeler de ortaya konmuştur. Kanıt, 2k2 + 
ı yapısına ilişkin daha keskin bir sonuç veren Kanold'un makalesinden bağımsızdır. 

Gioia'nın ve Vaidya'nın makalesinin dost sayılann tanımının doğru olmayan bir ifadesini 
işlediğine dikkat ediniz. Onlar, bir sayının bütün pozitif bölenlerinin toplamının diğer sayı­
ya eşit olmasını istemekteler (s.6g). 

58 E.J. Lee, J.S. Madachy, a.g.e., s. 84'e göre a, - 2"M•, a. - N' formülü , M, N tek 
sayılan ilk defa O. Gmelill' tarafından verilmişti (Über Volllcommene und Befreundete Zahlm, 
Diss., Heidelberg 1917, Halle/ S., 1917) fakat bir gerçek olarak bunun en erken ortaya çıkışı 
H.-J. Kanold'dadır ("Über Befreundete Zahlen, II", Mathematische Nachrichten, cilt ıo, 1953, 
s. 99"1 ı ı) . 

59 a.g.e., s. gg-ııı; E.J. Lee,J.S. Madachy, a.g.e., s. 84. 
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